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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ НАВЬЕ-СТОКСА 
 ДЛЯ МОДЕЛИРОВАНИЯ ПОВЕДЕНИЯ ПОТОКОВ ВОЗДУХА 

С.В. Паршкова, М.И. Федина, Е.В. Стриж 
бакалавры 
П.В. Юдин 

преподаватель 

Владивостокский государственный университет экономики и сервиса 
 Россия, Владивосток 

Моделирование потоков воздуха может помочь предотвратить появление проблем, свя-
занных с циркуляцией воздуха в помещение. Смоделировать потоки можно с помощью вычис-
лительной гидродинамики. Уравнения Навье-Стокса, в свою очередь, являются частью данно-
го моделирования и имеют большое значение в нём. При этом в моделирование используется 
именно численное решение данной системы уравнений. 

Ключевые слова и словосочетания: система уравнений Навье-Стокса, дифференциаль-
ные уравнения, вычислительная гидродинамика, воздух, численное решение. 

NUMERICAL SOLUTION OF THE SYSTEM OF NAVIER-STOKES 
EQUATIONS FOR MODELING THE BEHAVIOR OF AIR FLOWS 

Simulation of air flow can help prevent problems associated with air circulation in the room. 
Computational fluid dynamics can be used to simulate flows. Navier-Stokes equations, in turn, are 
part of this simulation and are of great importance in it. The numerical solution of this system of equa-
tions is used in the simulation. 

Keywords: system of Navier-Stokes equations, differential equations, computational fluid dynam-
ics, air, numerical solution. 

Общая информация об уравнения Навье-Стокса: 
Уравнения Навье-Стокса представляют собой систему дифференциальных уравнений в ча-

стных производных.  
С помощью данных уравнений можно описать движение вязкой ньютоновской жидкости. 

Ещё они играют очень важную роль в гидродинамике. А так же эта система применяется в ма-
тематическом моделировании огромного количества технических задач и природных явлений. 

Обычно, если работа ведется с несжимаемой жидкостью, то система состоит из двух урав-
нений, а именно уравнения движения и уравнения неразрывности. В противном случае исполь-
зуется только одно векторное уравнение движения. 

Аналитические методы решения для данной системы найдены только для частных случаев. 
Некоторые точные решения это: стационарные течения в простых каналах; солитоны и нели-
нейные волны; решение, которое существует конечное время; звуковые колебания.  

Но нас не интересуют частные случаи, как и аналитическое решение в общем, поскольку 
нам важно численное моделирование. 
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Численное решение уравнений Навье-Стокса:  
Решением уравнения Навье-Стокса является скорость в каждой точке пространства. На ос-

нове полученного поля скорости можно вычислить давление или температуру. 
В зависимости от поставленных задач в уравнение добавляются другие уравнения либо не 

учитываются некоторые переменные.  

Уравнение Навье-Стокса в векторном виде:  

Здесь ∇ – оператор Набла, ∆ – оператор Лапласа, t – время,  – коэффициент вязкости,  – 

плотность, p –давление,  – векторное поле скорости,  – векторное поле массовых сил. 
Рассмотрим один из методов решения уравнения Навье-Стокса, использующийся для бы-

стрых вычислений движения потоков жидкости. Данный метод предлагает стабильность, про-
стоту и скорость вычисления.  

Уравнение движения, использующееся в данном методе  где u – 
поле скорости, v – вязкость, f – силы.  

Выражение  описывает адвекцию жидкости.  

Выражение  описывает вязкое распространение (диффузию) жидкости. 
Для численного решения дифференциального уравнения используется метод Эйлера, для 

нахождения скорости в текущий момент времени, используется значения скорости в предыду-
щий момент времени. 

Пространство делится на ячейки, каждой ячейке присваивается значение скорости, затем 
производится расчёт для каждой ячейки. 

Распространение скорости по окружающим ячейкам: каждая ячейка обменивается с сосед-
ними каким-то количеством скорости, зависящим от величины вязкости.  

for (i=1; i<=N; i++) { 
for (j=1; j<=N; j++) { 
x[i,j] = (x0[i,j] + a*(x[i-1,j]+x[i+1,j]+x[i,j-1]+x [i,j+1]))/c;}} 
Адвекцию скорости можно представить, как перемещение значения скорости по векторам 

скорости.  
for (i=1; i<=N; i++) { 
for (j=1; j<=N; j++) { 
x = i-xdt0*u[i,j]; y = j-ydt0*v[i,j]; 
if (x<0.5f) x=0.5f; if (x>NW+0.5f) x=N+0.5f; i0=(int)x; i1=i0+1; 
if (y<0.5f) y=0.5f; if (y>NH+0.5f) y=N+0.5f; j0=(int)y; j1=j0+1; 
s1 = x-i0; s0 = 1-s1; t1 = y-j0; t0 = 1-t1; 
d[i,j] = s0*(t0*d0[i0,j0] + t1*d0[i0,j1]) + s1*(t0*d0[i1,j0] + t1*d0[i1,j1]);}} 
В результате этих вычислений будет нарушено уравнение непрерывности. Для сохранения 

условия неразрывности используется свойство векторного поля. Любое векторное поле можно 
представить как сумму потенциального(градиентного) и соленоидального поля. Таким образом 
для получения несжимаемого поля нужно вычесть из текущего поля потенциальное поле. 

for (i=1; i<=N; i++) { 
for (j=1; j<=N; j++) { 
div[i,j] = -0.5f*(u[i+1,j] – u[i-1,j] + v[i,j+1] – v[i,j-1])/N;}} 
for (i=1; i<=N; i++) { 
for (j=1; j<=N; j++) { 
p[i,j] = (div[i,j] + p[i-1,j] + p[i+1,j] + p[i,j-1]  + p[i,j+1])/4;}} 
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Рис. 1  Рис. 2 
Пример работы программы 

Данный метод не подходит для задач точного моделирования, поскольку не учитывает 
плотность и давление. 

Вычислительная гидродинамика: 
Уравнения Навье-Стокса могут применять в разных областях, особенно, если добавить к 

ним иные дополнительные уравнения. Данную систему могут использовать для описания тер-
модиффузии в жидкостях, а так же во всевозможной гидродинамике. Помимо этого их можно 
применять даже в моделирование повеления плазмы. Эта система так же входит в основу гео-
физической гидродинамики. Ещё особо интересно её использование в динамической метеоро-
логии, где этой системой описывают движения воздушных масс в атмосфере. Но нас больше 
интересует использование данных уравнений в вычислительной гидродинамике. 

Что же именно представляет собой эта самая вычислительная гидродинамика? Это подраз-
дел механики сплошных сред, который включает в себя совокупность численных, математиче-
ских, а так же физических методов. Назначение данных методов – вычисление характеристик у 
потоковых процессов. 

Вычислительная гидродинамика, иначе именуемая CFD, включает в себя несколько прин-
ципов, которые представляют собой системы различных уравнений, в том числе и уравнения 
Навье-Стокса. 

Применение уравнений Навье-Стокса в вычислительной гидродинамике: 
Уделим особое внимание использованию этой интересной системы конкретно в вычисли-

тельной гидродинамике. 
В данном типе исследований есть несколько основных принципов, а именно уравнения нераз-

рывности, уравнения сохранения импульса, уравнение сохранения энергии и уравнение состояния. 
Нас интересует пункт, связанный с уравнением сохранения импульса, ведь именно здесь применя-
ется уравнения Навье-Стокса, но только в том случае, если в потоках существует трение. 

Помимо этого, уравнения Навье-Стокса, осреднённые по Рейнольдсу, являются самым ста-
рым подходом к моделированию турбулентности. Данные модели имеют аббревиатуру RANS и 
решают управляющие уравнения моделей. 

Так же стоит отметить, что метод прямого численного моделирования течений жидкости и 
газа основан на системе уравнений Навье-Стокса. DNS, так можно назвать данный метод, по-
зволяет моделировать движения вязких сжимаемых газов, учитывая химически реакции. 

Сферы применения вычислительной гидродинамики: 
Сфер деятельности, где могут использоваться программы для вычислительной гидродина-

мики довольно большое количество. CFD применяется для моделирования поведения, как по-
токов воды, так и потоков воздуха.  

Данный тип моделирования может пригодиться в решение многих исследовательских и 
инженерных проблем.  

Если конкретизировать, то CFD моделирование можно применять в экологической инже-
нерии, моделирование погоды, проектирование и анализе промышленных систем. Помимо пе-
речисленных сфер можно найти еще, где можно применить это моделирование. 

Вывод:  
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Численное решение системы уравнений Навье-Стокса помогает решить огромное количе-
ство проблем из разных отраслей промышленности. В свою очередь, программы моделирова-
ния, в которые будет внедрен данный метод, смогут повысить точность моделирования поведе-
ния потоков воздуха, что поможет улучшить качество работы. 
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Актуальность исследования заключается в том, что посредством эконометрических мо-
делей и методов можно выявить, какие именно факторы в большей степени предопреде-ляют 
эффективность работы банка. Анализ полученных результатов позволит разрабо-тать 
стратегию, направленную на улучшение функционирования отдельных банков. 

Ключевые слова и словосочетания: коммерческий банк, эконометрическое 
моделирование, корреляционный анализ, регрессионный анализ, факторные показатели. 

RESEARCH OF COMMERCIAL BANK ACTIVITY WITH ECONOMETRIC 
MODELING METHODS 

The relevance of the study lies in the fact that through econometric models and methods, it is 
possible to identify which factors to a greater extent prepay the effectiveness of the Bank. Analysis of 
the results will allow to develop a strategy aimed at improving the functioning of individual banks, 
their groups and the banking system as a whole. 

Keywords: commercial bank, econometric modeling, correlation analysis, regression analysis, 
factor indicators. 

Банки – это атрибут не отдельно взятого экономического региона или какой-либо одной 
страны. Сфера их деятельности не имеет ни географических, ни национальных границ, это яв-
ление, обладающее колоссальной финансовой мощью, значительным денежным капиталом. 
Банки имеют специфическое назначение, выполняют определенную функцию. Будучи пред-
приятиями, регулирующими денежно-кредитные отношения, выполняющими многообразные 
банковские и иные операции, банки подчиняются экономическим законам, общим и специаль-
ным законодательным нормам [1].  

Основная цель деятельности коммерческого банка – получение максимальной прибыли при 
обеспечении устойчивого длительного функционирования и прочной позиции на рынке. Размер 
полученной банком прибыли или убытка концентрированно отражает в себе результаты всех 
его активных и пассивных операций. Поэтому, изучение прибыли, ее составляющих и факто-
ров, влияющих на ее динамику, занимает одно из центральных мест в анализе деятельности 
коммерческого банка. Размер прибыли зависит, главным образом, от объема полученных доходов и 
суммы произведенных расходов. Прибыль коммерческого банка – это финансовый результат дея-


