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КЛАСТЕРНЫЙ СПОСОБ ПОСТРОЕНИЯ ПРИБЛИЖЕНИЯ БЕТЕ
ДЛЯ МОДЕЛИ ИЗИНГА РАЗБАВЛЕННОГО МАГНЕТИКА

Предложена интерпретация приближения Бете, основанная на сопоставлении спиновых кластеров различ-
ного размера на дереве Кейли. На основе этой интерпретации предложен метод построения приближения Бете
для разбавленного по узлам или связям изинговского магнетика. Метод дает точное значение перколяционного
порога для решетки Бете. Для различных вариантов метода построена спонтанная намагниченность как при ну-
левой, так и при конечной температуре как функция концентрации магнитных атомов, а также найдено аналити-
ческое выражение для критического показателя корреляционной длины.
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Введение
Критические явления в моделях Изинга и Гейзенберга для разбавленного магнетика, а также

в моделях ферромагнетиков со случайными связями исследуются на протяжении нескольких по-
следних десятилетий [1–6]. Внимание исследователей было в основном сосредоточено на пробле-
ме универсальности и вообще на поведении разбавленных магнетиков вблизи критической точки
[3, 5, 6]. В качестве типичного реального примера разбавленного магнетика, поведение которого
может быть описано моделью Изинга с разбавлением по узлам, можно привести сплав 1 1Fe Zn Fb b− ,
исследованный в [7]. В настоящей работе мы предлагаем простой метод расчета намагниченности
и температуры Кюри разбавленного магнетика, применимый в широком диапазоне концентраций
немагнитных примесей. Этот метод является обобщением известного метода Бете [8] на разбав-
ленные магнетики, находящиеся в состоянии термодинамического равновесия. Вначале мы по-
строим «кластерную» интерпретацию метода Бете для чистого (не разбавленного) изинговского
магнетика. Эта интерпретация основана на сопоставлении кластеров различного размера на ре-
шетке Бете, что можно трактовать как ренормгрупповое преобразование конечного масштаба,
аналогично [9, 10]. Затем будет показано, что это представление приближения Бете можно распро-
странить на случай разбавленного по узлам или связям изинговского магнетика, причем возможны
различные варианты такого распространения. В рассматриваемом приближении найден перколя-
ционный порог (совпадающий с точным значением порога протекания для решетки Бете) и по-
строена зависимость температуры Кюри от концентрации магнитных атомов. Для оценки точно-
сти нашего приближения мы сравниваем среднюю намагниченность при нулевой температуре как
функцию концентрации с вероятностью того, что данный магнитный атом принадлежит бесконеч-
ному кластеру магнитных атомов на решетке Бете.

1. «Кластерный» способ построения приближения Бете
Построим решетку Бете следующим способом, который можно рассматривать как обобщение

способа, описанного в [8]. Рассмотрим граф из n  узлов, соединенных цепочкой. Крайние узлы
этой цепочки соединим еще с 1q −  новыми узлами (своими для каждого из крайних узлов), а каж-
дый внутренний узел – с 2q −  другими новыми узлами (опять-таки своими для каждого из внут-
ренних узлов). Назовем всю совокупность этих добавленных 2( 1)nq n− −  узлов «первой оболоч-
кой». Последующие оболочки определим рекуррентной процедурой: оболочка 1r +  строится при-
соединением 1q −  новых узлов к каждому из узлов оболочки r . Проделав эту процедуру N  раз,
получим так называемое дерево Кейли, внутренняя часть которого при N →∞  и является решеткой
Бете. Рассмотрим теперь модель Изинга на решетке Бете. Пусть iσ , 1, ...,i n= , – спины, располо-
женные в узлах первоначальной цепочки. Статистическая сумма системы ( )NZ P= σ∑ , где сумми-
рование проводится по всем возможным конфигурациям σ  и ( ) exp( )i jP Kσ = σ σ∑ . (Суммирование
в последнем выражении проводится по всем связям решетки, kTJK /= , где J  – обменный инте-
грал, T  – абсолютная температура, k  – постоянная Больцмана.) Запишем ( )P σ  в виде
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Таким образом, среднее значение 1 2( , , ..., )nf σ σ σ  можно интерпретировать как среднее по
кластеру из n  спинов iσ , связанных обменным взаимодействием и находящихся в постоянных
полях ,N ih . Для величин Nx  (или Nμ ) можно построить рекуррентное соотношение [7]
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Переходя к термодинамическому пределу N →∞ , получим из рекуррентного соотноше-
ния (2) самосогласованное уравнение для limN Nx x→∞= . Решив это уравнение, можно вычислить
среднее значение любой функции 1 2( , , ..., )nf σ σ σ . Однако можно предложить другой способ оп-
ределения величины limN N→∞μ = μ , основанный на представлении среднего 1 2( , , ..., )nf σ σ σ
как среднего по кластеру (1). Вычислим по формуле (1) среднюю намагниченность

1
( , ) /

n

i
i

M n n
=

μ = σ∑ . Рассмотрим теперь два кластера с различным количеством спинов n  и n′ .

Очевидно, что в термодинамическом пределе
( , ) ( , )M n M n′μ = μ .                                                                    (3)

Последнее равенство можно рассматривать как уравнение относительно μ . (Кроме того,
уравнение для μ  можно получить, приравнивая средние значения намагниченности различных
частей одного и того же кластера, но следует учесть, что при этом может получиться тождествен-
ное равенство.)

Для магнетика без примесей предложенная интерпретация метода Бете приводит, разумеется,
к тем же результатам, что и традиционная [11]. Но, как будет показано ниже, эта интерпретация
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позволяет построить различные приближенные методы анализа магнитных свойств разбавленного
магнетика на решетке Бете.

2. Разбавленный изинговский магнетик

Запишем уравнение (3) применительно к кластерам с 1n =  и 2n′ = :

2
sh(2 ( 1) )th( )

ch(2 ( 1) ) K
K qKq

K q e−
− μ

μ =
− μ +

.

Это уравнение имеет ненулевое решение при cK K> , где c
1 ln
2 2

qK
q

=
−

 – критическая точка для

модели Изинга на решетке Бете [8]. Предположим теперь, что каждый узел решетки Бете заполнен
изинговским спином с вероятностью b  и немагнитным атомом с вероятностью 1 b− . Для этой мо-
дели можно построить обобщение уравнения (3) следующим образом. Кластер из одного узла мо-
жет быть заполнен немагнитным атомом, среднее значение намагниченности такого кластера оче-
видно равно нулю. Если же кластер заполнен магнитным атомом, обозначим через lM  условное
среднее значение его намагниченности, при условии, что у него есть l  магнитных соседей. Тогда
средняя намагниченность на узел решетки 

1( )l W lM b M= , где треугольные скобки означают ус-

реднение по функции распределения 1( )W l  величины l . Сделаем теперь следующее приближение:
будем считать th( )lM Kl= μ , то есть

1( )(1, , ) th( ) W lM b b Klμ = μ .

Рассуждая аналогично для кластера из двух узлов, получим
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Здесь 1l  и 2l  – количества магнитных соседей у первого и второго узлов кластера, а 2 1 2( , )W l l  – их
функция распределения. Приравнивая теперь (1, , )M bμ  и (2, , )M bμ , получим уравнение относи-
тельно μ , которое можно рассматривать как обобщение уравнения (3) для разбавленного магне-
тика.

Найдем сначала критическую точку c ( )K b  разбавленного магнетика в рассматриваемом при-
ближении. Приравнивая производные по μ  от (1, , )M bμ  и (2, , )M bμ  при 0μ = , получим

1 2 1 2 c 2 1 21 2 1 2( ) ( , ) 2 ( , )
1 (1 )
2 1W l W l l K W l l

bl b l l l l
e−

= − + + +
+

.

Считая, что 
1( )W ll qb= , а 

2 1 21 2 ( , ) 2( 2)W l ll l q b+ = − , получим выражение для c ( )K b :

c
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При 1b =  получим известную [8] критическую точку модели Изинга на решетке Бете. Кроме

того, видно, что c ( )K b →∞  (то есть температура Кюри C ( ) 0T b → ) при c
1

1
b b

q
→ =

−
, что являет-

ся перколяционным порогом для решетки Бете [1].
Найдем теперь 0 ( )M b  – среднюю намагниченность магнитного атома при K →∞ . Как из-

вестно [1], эта функция может быть интерпретирована как вероятность ( )P b  того, что взятый нау-
гад магнитный атом принадлежит бесконечному кластеру таких атомов. Для решетки Бете суще-
ствует точное выражение для этой вероятности [1]:

( ) 1 qP b z= − ,  (5)

где z  – корень уравнения 2
0 1/q i

i z b−
= =∑ . Будем использовать степень близости 0 ( )M b  к ( )P b  в

качестве критерия точности рассматриваемых приближений.
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Уравнение для 0 ( )M b , полученное сопоставлением кластеров из одного и двух атомов, име-
ет, согласно сказанному выше, следующий вид:

10 ( )( ) th( ) W lM b yl= ,

где lim ( )Ky K K→∞= μ  и является решением уравнения

1 2 1 2 2 1 21 2 1 2( ) ( , ) ( , )
1th( ) (1 ) th( ) th( ) th( ( )
2W l W l l W l lyl b yl yl b y l l= − + + + .

Дальнейший расчет зависит от выбора функций распределения 1( )W l  и 2 1 2( , )W l l . Например,
можно просто заменить усреднения по этим функциям подстановкой в соответствующие выраже-
ния средних значений 

1( )W ll qb=  и 
2 1 2 2 1 21 2( , ) ( , ) ( 1)W l l W l ll l q b= = − . В этом случае приходим к

выражениям
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Если же в качестве функций распределения 1( )W l  и 2 1 2( , )W l l  выбрать биноминальные рас-
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На рис. 1 приведены графики спонтанной намагниченности при нулевой температуре, вычис-
ленные в приближениях (6) и (7) (кривые 1 и 2), пунктирная линия – вероятность (5). Видно, что
все три кривые достаточно близки.

Рис. 1. Зависимость спонтанной намагниченности от концентрации магнит-
ных атомов b  при различных температурах для 3q = : кр. 1 и 2 – спонтанная
намагниченность при нулевой температуре в приближениях (6) и (7) соот-
ветственно; пунктирная кривая – вероятность того, что магнитный атом
принадлежит бесконечному кластеру (5); кр. 3, 5 и 7 – спонтанная намагни-
ченность в приближении (6) при c c c2.5 (1), 1.5 (1), 1.1 (1)K K K K=  соответст-
венно; кр. 4, 6, 8 – спонтанная намагниченность в приближении (7) при тех
же значениях K
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На рис. 2 показаны разности 0 ( ) ( )M b P b∆ = −  для методов (6) и (7). Видно, что отличие
спонтанной намагниченности от вероятности принадлежать бесконечному кластеру меньше для
приближения (7), то есть в случае, когда в качестве функций распределения 1( )W l  и 2 1 2( , )W l l  вы-
бирается биноминальное распределение. Кроме того, из рис. 2 видно, что разница ∆  максимальна
при концентрациях, несколько больших, чем порог протекания, и практически исчезает при боль-
ших концентрациях магнитных атомов. На рис. 1 показана также спонтанная намагниченность как
функция концентрации при конечных температурах (кривые 3–8). Видно, что различие между
приближениями (6) и (7) становится меньше при увеличении температуры.

При использовании кластера из трех атомов получается, как показывает расчет, совпадающее

с (4) выражение для c ( )K b  ⎛
⎜
⎝
и, в частности, такое же значение перколяционного порога

c
1

1
b

q
⎞

= ⎟− ⎠
. Однако намагниченность ( , )M K b  и, в частности, 0 ( )M b  несколько отличается от ре-

зультатов, полученных при сопоставлении кластеров из одного и двух атомов.

Рис. 2. Разница 0 ( ) ( )M b P b∆ = −  спонтанной намагниченности при нулевой
температуре и вероятности для магнитного атома принадлежать бесконечно-
му кластеру в зависимости от концентрации b : кр. 1 и 2 – приближения (6) и
(7) соответственно

Рассмотрение кластеров различного размера может быть использовано и для построения ре-
нормгруппового преобразования фиксированного масштаба, аналогично [9, 10]. С помощью этого
преобразования можно найти критический показатель корреляционной длины ν  следующим об-
разом. Средние значения спинов ( , , )M n bμ  (параметры порядка) являются функциями μ , которое
можно интерпретировать как среднюю намагниченность атомов, окружающих кластер. Рассмат-
ривая два кластера, содержащих n  и n′  атомов, и предполагая скейлинговые свойства параметров
M  и μ  одинаковыми, получим, что в критической точке при отсутствии внешнего поля при 0μ =
должно выполняться равенство

( , , ) ( , )M n b M n′∂ μ ∂ μ
=

∂μ ∂μ
. (8)

Формально это уравнение совпадает с условием существования ненулевого решения в самосогла-
сованной модели, получаемой приравниванием ( , , )M n bμ  и ( , , )M n b′ μ . Однако с точки зрения ре-
нормгруппового преобразования смысл (8) заключается в стационарности критической точки при
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масштабных преобразованиях. Критический показатель корреляционной длины ν  рассчитывается
при линеаризации (8) вблизи критической точки и использования соотношения [8]

c

1
D

K K

K n
K n

ν

=

′∂ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟′∂ ⎝ ⎠
 ,

где D  – размерность пространства. Из (8) получим

c c

n

nK K K K

f KK
K f K′= =

′ ∂ ∂∂
=

∂ ∂ ∂
,    

0

( , , )
n

M n bf
μ=

∂ μ
=

∂μ
.

Применяя описанную процедуру к кластерам из одного и двух атомов, получим

( ) c c
c

c c

1 1ln 1 ( 1 ln
ln 2 1 2

b b b bD b b b
b b b b

⎡ ⎤⎛ ⎞− +
= − + + +⎢ ⎥⎜ ⎟ν + −⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

.  (9)

Величина 1/ν , вычисленная по формуле (9), при всех q  является монотонно возрастающей функ-
цией b , которая равна нулю при cb b=  и достигает максимального значения при 1b = , то есть для
чистого магнетика. Это максимальное значение само по себе является монотонно убывающей
функцией q .

Выводы

Таким образом, даже в простейшем варианте кластерного способа построения самосогласо-
ванных уравнений для модели Изинга разбавленного магнетика на решетке Бете, а именно при
использовании кластеров из одного и двух атомов, получаем хорошее согласование как с извест-
ными точными теоретическими результатами, относящимися к этой модели, так и с эксперимен-
тальными данными (например, [7]). Можно надеяться, что использование кластеров большего
размера, по описанной выше методике, приведет к еще более точным результатам. Расчеты, про-
веденные с кластером из трех атомов, позволяют высказать следующую гипотезу: выражение (4)
для c ( )K b  является точным выражением для критической температуры в модели Изинга разбав-
ленного магнетика на решетке Бете.
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